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1 Multimi, relatii, functii

" . . . X
1. sase rezolve, In multimea numerelor naturale, ecuatia: —=x—~y.
y

2.SiserezolveinZ x Z ecuatia: x + y + 2xy = 83.

3. Si se demonstreze ca V x, yel:
a) (x +y)’ — x* — y* se divide la 3;
b) (x + y)* - x* — " se divide la 5,
¢)(x+y) —x"—y" sedivide la 7.

4. Determinati k € Z astfel incat numarul k> — 5k si fie natural.
5. Dacine N,n > 2, demonstrati cd 7" — 6" nu poate fi pétrat perfect.

(nz + 3n+1)(n2 +3n+3)

6. Pentruce n € N, fractia: f = (nz +3uw+2)(n2 +3n+4) ,

se poate simplifica?

7. Demonstrati ci existi o infinitate de triplete (% Yy 2,) € @ care verificd
ecuatia: x* + y* + 24 =2, \

8. Si se rezolve in R ecuatia: |x—1|-|x—4[ =|x+1|-|x+4|.
9. Rezolvati in R ecuatia: ||x—3|—x+1|=6—x.
10. sa se rezolve in R inecuatia: |x+ 2|-|x+3|>|x+1|-|x+6|.

11. Fie trinomul de gradul doi: y = x2 — 2(4m + 3)x + 6m + 7.
Determinati m € R astfel incat trinomul s fie patrat perfect.

12. si se determine p € N astfel incét ecuatia: x2 — px + p — 1 = 0 si admiti

radacinile x, i x,, unde x, = 2x,.
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13. Determinati £ € R astfel incat ecuatia:
x2 = 4(k + Dx + 16k* — 16k> + 4 = 0 sa aiba radacini egale.

14. Determinati a, b, ¢ € R stiind ca parabola de ecuatie:
y = ax? + bx + ¢, verifica relatiile: y(1) =0, y(-1) =1, (2) = 2.

15. Determinati p € R astfel incit radacinile x, si x, ale ecuatiei:

x? - px + 12 =0, sé verifice relatia: |xi - le =1.

16. Determinati m € R astfel inct parabola de ecuatie: y = x* + mx + n, s fie
tangentd axei x'x.

17. Determinati m € R astfel incat trinomul de gradul doi: y =x*+ mx + 1, si fie
strict pozitiv pentru orice x € R.

18. Determinati m € R stiind ca ecuatiile:
X2-mx+(m+1)=0six’~(m—-1)x+(2m-6)=0,
au o radacind comuna.

19. Fie n € N* si numrul real g = Yn(n+ 1)(n+2) . Calculati [a].

2

20. Calculati partea intreagd a numarului real: g = (\[16 +411 )

21. sisccalculeze partea intreagd a numaruluireal: a = V244244 \/5 ,unde

a contine » radicali.

22. S se rezolve in R ecuatia: [10x + 1] = 11x.

23. Si se rezolve in R ecuatia: [3x] = 2x.

(1
24. Demonstrati ci existi oo € R® astfel incat {a} + i——} =1.
o

25. sa serezolve in R ecuatia: sz; lj| + [4x6+ 1} = 5x3~ 2 :

26. Sa se rezolve in R ecuatia: 2 5

~6x+5}_15x—?



Capitolul 1. Multimi. Relatii. Funcrii 9

27. Siserezolve in R ecuatia: [x[x]:l =1.

28. Sa se calculeze partea intreagd a numdrului real: g, = Zkﬂh +% .

k=1

n-1
29. Si se calculeze suma: Sn(x)={x;1}+{x;2}+[x;4]+“.+{x+2’2‘ }

undex € Rsine N,n > 1.

2-[x]+3-[y]=8
3-[x]-[x]=1

30, si se rezolve in R x R sistermnul: {

2.
31, sise rezolve in R x R sistemul: {2 {

x+[y]+{z}:1,1
32. Sise rezolve in R x R x R sistemul: y+[z]+{x}=2,2.
z+[x]+{y} =3,3

33. Fie functia f: R — R astfel incat: (f o f)(x) = 2x — 1, pentru orice x € RR.

a) Sa se calculeze f(1).
b) Sa se dea un exemplu de astfel de functie.

34. Fic functia /: R > R, f(x)=x|x|. S se arate ci feste bijectiva si si se

determine /.

35. Fie functia f: R V{1 = RA{L, f(x)= x+i . S& se demonstreze ci f'este

inversabild si sd se determine /.

36. Fie functia g : [-], + ®) > [-1, + »), g(x) = x* + 2x. Sa se demonstreze ca
functia g este inversabild, apoi sa se determine g '.

37. Sa se arate ci functia /: [0, + o) — [0, + o), f(x)=x+ 2Jx este bijectiva.

Care este inversa functiei f?
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Vxt+1l+x-1
Vxl+l+x+1

. S4 se arate ca f este

38. Fie functia f: [-a, a] > R, f(x)=
impara.
39, si se demonstreze ci existd doud functii f; g : R > R, periodice cu perioada

principald 1, astfel incat functia f+ g are perioada principala —;- .

4(). sa se arate ci functia f: [0, + ©) > R, dati de expresia:

JWr+1+4x +Vxr1-vx
J1+\/m

f(x)=

, este constanta.

41. si se arate ca functia f : |:0, —125] — R, datii de expresia:

f(x)= Ji+sinx-J1+cosx , este constanti.

1+sinx+cosx

42. Construiti graficul functiei:

= sin* x +4cos® x ++/cos* x +4sin’x ,x € R,
y

1
43. Pentru x > 0 determinati minimul functiei: f(x)=2" +2*.

44, Si se determine me R astfel incat functiaf: R — R, f(x) =mx? +x+ 1 sé fie
bijectiva.
45. Si se arate cd functia f: R = R, f(x) = 4x* — 3x* + 3 nu este injectiva.

46. Existi doud functii care nu sunt injective pentru care suma lor este o functie
bijectiva?

4] . Construiti graficul functiei: f: R > R, f(x)=x*+ | x|.
48. Construiti graficul functiei: /: R = R, f(x) = | x|+|x+1|-| x+2].
49, si se rezolve in R functia: {x} = [x].

50. sa se rezolve in R ecuatia: [2x] = [4x].



2' Radicali; ecuatii si
inecuatii rationale

51. si se arate ci: %-(ﬁ—l)-,{2(3+\/§) =1.

V2 -4z
W2+3  242-3°

52. Si se calculeze: a=

53. si se screi sub forma mai simpla expresia:

E=4+15 +{4-15 -2y3-+5

2+43 B \/_ -2,
VRN PSRN

54. Demonstrati egalitatea:

55.Sedi a=37+4V3 +Y7-43 . Si se calculeze: a* — 3a = 14,

56. si se demonstreze egalitatea: J J5 —\/ —4/29 - 1245 =1.
57. si se rezolve in R ecuatia: 1”x+2|—|x| =|x+1|.

58. si se rezolve in R ecuatia: V8x+6+3x+5=x+10 ++/10x+1.

Ji+x+4l1-x 1

Ty —ex

60. s se rezolve in R ecuatia: v/3x+1+1=+/8x+1.

59. si se rezolve in R* ecuatia:

61. sa serezolve in R ecuatia: V1+x=2-x.
62 <5 ce rezolve in R ectiatiar </ 2x 21 —Jv o d =1
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63. si se rezolve in R ecuatia: x> +3x +4+/x* +3x -6 =18.

64. Si se rezolve in R ecuatia: Vx* —3x+5+ x?=3x+7.

65. S se rezolve in R ecuatia: Jx+2+2\}x+l +x+2-2x+1=2,
66. Si se rezolve in R ecuatia: Yx+1=+x-3.
67. Si se rezolve in R ecuatia: Yx +¥x-1+¥x+2=0.

68. Si se rezolve in R ecuatia: i/% —-x+ <%+ x=1.

69. sa se rezolve in N x N ccuatia: x + %/; =3/1984 .

70, s se rezolve in R ecuatia: Y80+x+42-x=4.

"71. Si se rezolve in R ecuatia: x?\1-x? =|x|3—|x|+—\/1—.2_ ;

72, Pentrucen € N , h = 2, are loc egalitatea:

31745 +38 + 4175 -38 =20 2

73. s se rezolve in R inecuatia: V1-x* <x*.
74. si se rezolve in R inecuatia: v3x* +2x +1<|x|+1.
775. S se rezolve in R inecuatia: x <+/x+2.

"76. Si se determine a € N’ astfel incat: a< Ya+ya* <a+l.

77. Pentru m € R, m > 1, se considerd numerele reale:

m . m+1l . m m-1
a=1’——+1,— si b=J—+J-—.
m+1 m m-1 m

Care dintre aceste numere este mai mare?



3 Egalitati si inegalitat

78. Numerele a, b, ¢ € R verifici relatiile:

2azb+c,2b>=2c+asi2c=a+b.
Sisearatecia=b=c.

79. Si se arate ci daca a, b, c,d e R, atunci;
max{a +c, b+d} < max{a, b} + max{c, d}.

80. Daci a,b,c,d, e e R, demonstrati ca:
P+ +E+P+E = ab+c+d+e).

81. rie a, b, x, y = 0 numere reale.
2 2
- = X y 2
S4 se demonstreze ci: (a--+b] +(a-—+b) >2(a+b) .
y pa
82.Dacax>1 §i y 2 1 numere reale, si se arate ci:

—l+yJx—-1<xy.

83.Fica> 0, b = 0si ¢ > 0 numere reale. Si se arate ci:
at+b*+ct = ab’ + b + cd’.

84. Pentru ce n e N are loc egalitatea:
T+11+15+ .. +@n+T)=n2n+9+7?

85. Demonstrati cd oricare ar fi x € R are loc inegalitatea:
3
x'? - x +x* —x+Z>0.

86. Si se rezolve in R x R ecuatia: (x + y)* = (x + )(y - 1.

1
87. si serezolve in R x R ecuatia: X2+ (v — 1)+ (x - y)’= 3

1
88. Determinati x, y € R care verifica ecuatia: (2x + 1)2+ )2 + (v — 2x)?= 3
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89. siscrezolvein Rx R ecuafia: y* + 2x* + 1= 4x%y.
90. Exista x, ¥, z> 0 astfel incat:
{xyz(x +y)(y+ z)(z+x) =1 .
(o +yz+ o)(x+y+z)=2"
91. Determinati reale strict pozitive a, b, c care verifica relatia:

a b c 3

+ + ==,
2a+b+c 2b+c+a 2c+a+b 4

92. Fie a, b, c,d e (0, + ) astfel incit a* + b* + ¢*+ d* = 4abcd. Demonstrati
cia=b=c=d.

93. Fie x, y, z € C" astfel incét au loc relatiile: i+l+£=l+-‘3+f= 3.

y z x x y z

Sasearateci: x=y=z.

94. Daci sunt date a, b € R, si se rezolve in R ecuatia:
(x+2a-3bP+(2x-3a+by+(3x+a+2by=0.

PR < . I
95. Determinati ridicina reald a ecuatiei: X 4+xt+x +§ =0.

- e < - a
096. Daci a > 0 este numar real, si se arate c3: 1+ ——< Vi+a.
, a
2+—
2

97, Dacii a, b € R, si se arate ci: (1+a2)(1+b2)>2|(a+b)(1—ab)|.

98. Daca a, b > 0 sunt numere reale, sé se arate cé: 2\/; + 33/-1; =53ab .
99, Daci a, b, ¢ > 0 sunt numere reale, si se arate ci:

a+b+c_ ab be ca
= + .
2 a+b b+c c+a

100. paca a, b, ¢ € R sunt strict pozitive, sa se demonstreze ca:

(a+l)(b+l)(c +l)>(a+l)(b+l)(c +l) .
a b c b c a
101. Fie a, b, c lungimile laturilor unui triunghi oarecare. S se arate cé:
a a_,_a
—a+b+c a-b+c a+b-c

>3,
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102. paca a, b, c € R, sd se arate ci:
(@ + b+ - 3abe) < (a* + b+ ).
103. si se arate ca oricare ar fi numerele reale a, b, ¢ > 0, are loc inegalitatea:

(1+abc)-( I 5 1 + 1 )23.

a+ab b+bc c+ac

104. si se arate ci oricare ar fi numerele reale a, b, ¢ 2 1, are loc relatia;

a+b +c —[a+b+c)

=10.
@ +b+c —(a+b+c)

105. Daca a, b, ¢ > 0 sunt numerele reale, si se arate ci:

a b c¢c_a+b+c
—
b ¢ a {abc

106. Dacin N, sd se demonstreze egalitatea:
1+(A+2)+(1+2+3)+..+(1+2+3+...+n)=
=n-1+(@m-1)-2+m-2)-3+..+1-n

107. Dacin N, n = 1, si se arate ci:
in? —1(\/n+1—\/n—1)<1.

108. Dacin e N, n > 2, sa se arate c3 are loc relatia:
n'>1-3-5-7-...-2n-1).

109. sa se arate ci daci n € IN%, atunci are loc relatia: (2 —lJ =n.
n

110. Daciin e IN’, s se demonstreze ci are loc relatia: 2"-! < n! < n”

111. Fie X, X, ..., X2 0 numere reale. Si se arate c:

2 2 2
X+ X, +..+X, <Jx, + X, X,
=

n n
112. paca (a,a,, ..., a ) este o permutare a multimii (1, 2, ..., n), si se arate ci:
n 2
Za—k > n_(n + 1) '
ik 2

113. Daciin e IN’, si se demonstreze ci are loc relatia:

\/I+ 2+...+\/;> n(n2+l).
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114. rie n € N, n = 2, si numerele strict pozitive x, x,, ..., X, care verifica

. A |
relatiile: x, +x, + ... *x, =3si —_—t—t .+ —=3.
N X X, X

n

Aflati cea mai mare valoare pe care o poatc lua .

115. Fie numerele reale Xy Xy ey X, € [0, 1]. Aratati ca:
(x, +x, +..+x, +1)’ >4(x12 +x2 +..,+x,f).

116. Si se arate ca pentru orice n € N” au loc inegalitatile:

n<\ﬁ+\/§+...+\/; <nt.

117. sascarate ca ¥V n e N,V 0 € (0, n) are loc inegalitatea:

sin(n+1)0

sin®

<n+1,

118. Si se demonstreze ci oricare ar fi x € R au loc inegalitatile:
I< |sinx|+|cosx| <2

119. Numerele reale x, y verificd relatia: (x - 3)* + (v —~2)*= 1.

Si se demonstreze c&:
a)x e [2,4]siy e [1,3];

b) 5—\/§<x+y<5+\[2_;
o) 14-2JI3<x? + )2 <14+ 2413,

120. Numerele reale x, y, z verifica relatiile:
xty+z=1lsix+yP+2+xp+yz+zx=1
Si se afle maximul si minimul pentru x, y, z.

121. Daca a, b > 0 sunt numere reale, s se determine minimul expresiei:

122. Stiind cd a, b, c,d >0, sase determine minimul expresiei:

E(a,b,c,d):z g +zb+c+d.

b+c+d a

123. Stiind ¢4 x > 0, s& se determine minimul functiei:

f(x)=\f1+x2—x +\!1+x2—x\/§.



